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1 Conceitos Essenciais

Nesta sec¢do faz-se a revisao dos principais conceitos matematicos necessarios
para a cadeira de Sistemas de Robdtica.

1.1 Algebra Linear

Nesta sec¢dao vamos utilizar x € R" como vector e A € R™*" como
matriz em todos os resultados e defini¢cdes apresentados.

Para uma matriz quadrada A, pode-se definir valores proprios A e
respectivos vectores proprios v como os escalares e vectores que satis-
fazem a equacao:

Av =l

o que intuitivamente define uma base para perceber o que acontece ao
produto Az. Para o caso de uma matriz com todos os valores préprios
Ai,© =1,---n também temos os vectores proprios a esquerda que satis-
fazem:

TA — \oapT
w; A = \w,

e que sao mutuamente ortogonais com 0s v;, isto é:

1, ifi=j
e 0, caso contréario.

Temos entdo a igualdade:

n

— E T

A= /\ZUZUJZ
i=1



o que nos diz que o mapa linear defindo por Ax pode ser entendido
escrevendo o x na base identificada pelo conjunto dos vectores proprios
e escalando essa coordenada pelo respectivo valor proprio.
Outro ponto de interesse € a solucdo de um sistema de equagdes do
tipo:
Ar=0b <= 2=A""b

onde A~ identifica a matriz inversa de A que satisfaz A71A = AA~! =
I com I como a matriz identidade. A existéncia de matriz inversa esta
relacionada com os valores proprios da matriz serem todos diferentes de
zero de forma a que o mapa linear ndo faca igual a zero todos os vectores
ao longo de uma ou mais direcgdes.

Para um mapa linear A podemos também definir o seu espaco nulo
(em inglés denominado também por kernel):

null(A) := {v e R": Av =0}

e o espago das colunas que € dado por:

Im(A) := {Az : x € R"}.

Por fim falta mencionar que estes dois espagos satisfazem dim(Im(A))+
dim(null(A)) = n pelo Teorema Rank-Nullity, onde usamos dim(5)
para denominar a fung¢do que dado um sub-espaco linear devolve o niimero
de vectores linearmente independentes que compdem a base desse sub-
espaco S.

1.2 Sistemas Dinamicos Lineares

Nesta sec¢cdo vamos apenas introduzir a formulagdo em espaco de es-
tados de um sistema linear invariante no tempo (LTI - Linear Time-
Invariant). Podemos escrever para o caso em tempo continuo ¢:

{:‘c(t) = Az(t) + Bul(t) 0
y(t) = Cz(t) + Du(t)
onde &(t) = 82(;). Para o caso de tempo discreto k& temos de forma
equivalente:
{x(k +1) = Az(k) + Bu(k) .
y(k) = Cx(k) + Du(k)



Para ambos os casos (1)) e (2)) podemos escrever as solugdes das equacdes
a custa apenas do estado inicial z(0) = z, como:

t
z(t) = etlag +/ e Bu(t)dr
0
t
y(t) = Ceay + / Ce*™" Bu(7)dr + Du(t)
0

k—1
(k) = Afzo + > A7 Bu(r)
7=0
k—1

y(k) = CA*zo + ) CA*'""Bu(r) + Duf(k)
7=0
que ¢ estavel (isto é o estado vai para zero) se Re[\;(A)] < 0,Vi < n
para o caso continuo e |\;(A)| < 1, Vi < n para o discreto.

1.3 Sistemas Dinamicos nao Lineares

A importancia do estudo de sistemas lineares advém de que podemos lo-
calmente aproximar sistemas nao lineares por lineares e desenhar contro-
ladores que funcionam apenas numa regido perto do ponto de operacgao.

Um sistema nao linear pode ser escrito na forma mais simples como:

#(t) = f(z(t))

ou

2k +1) = f(x(k))

respectivamente para o caso continuo e discreto. A funcdo ndo linear
f(+) pode ser aproximada recorrendo a série de Taylor:

onde a € o valor a volta do qual queremos aproximar, n! representa o
factorial de n e f"(a) é a derivada de ordem n da fungdo f avaliada
no ponto a. Um formato semelhante pode ser utilizado para o caso em
que o x(t) é um vector. Para obtermos um sistema linear poderiamos
considerar utilizar apenas o primeiro e segundo termos da série.

1.4 Probabilidades

Muito sucintamente revemos apenas os conceitos fundamentais necessarios
a discussio relacionada com a cadeira. Uma variavel aleatdria é definida
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Figure 1: Ilustracdo da pdf e como se relaciona com a cdf da distribui¢do Normal.

através da sua distribuicao:

X ~ D(p)

para uma certa distribuicdo D com parametros p. Uma das que mais va-
mos utilizar serd a distribui¢do normal (variavel continua) X ~ N (i, o)
com valor esperado j e varidncia 0. Na figura estd representada a
distribui¢do normal a titulo de exemplo.

Para varidveis continuas, como o exemplo na figura [[.4] é impor-
tante introduzir o conceito de fun¢do densidade de probabilidade (pdf
de probability density function em inglés) que corresponde ao conceito
de funcdo de probabilidade para varidveis discretas. Embora no caso
continuo seja mais dificil de identificar dado que a P[X = z| = 0 para
qualquer valor de z, a ideia subjectiva € que traduz a concentragdo de
probabilidade ao longo do dominio onde é definida a varidvel (isto €, o
seu suporte).

Mais interessante € normalmente a funcdo que d4 a probabilidade
dentro de um intervalo. Podemos calcular recorrendo a funcao de distribuicao
(cdf do inglés cumulative distribution function) que se equipara a fungdo
cumulativa de probabilidade para o caso discreto. Na figura[l.4] a cdf de-
volve a drea sombreada por baixo da pdf. Portanto, se tivermos uma pdf
de X, fx(x), e uma cdf Fx(x), estas relacionam-se no caso continuo:

PIX < 2] = Fy(z) = /_ Fr(t)dt

enquanto que no discreto toma o formato:

PIX <] = Fx(z) =) PX =a] = > pla:)

r; <z z; <z



e em ambos os casos Pla < X < b] = Fx(b) — Fx(a).

A probabilidade de um evento pode também ser calculada se existir
informacao sobre outros eventos. Nesse caso estamos a definir o con-
ceito de probabilidade condicionada:

P[AN B]
P[B]

e a custa podemos identificar que eventos independentes satisfazem P[A| B] =
P[A] e de forma semelhante P[B|A] = P[B]. Ou seja, eventos inde-
pendentes sdo tais que saber informacao sobre um deles nio acrescenta
nada sobre o outro. Neste caso, podemos também através de alguma
manipulagdo chegar a conclusdo que eventos independentes satisfazem
P[AN B] = P[A|P[B].

Apenas faltam introduzir dois teoremas. O teorema da probabili-
dade total permite escrever a probabilidade de um evento a custa de
uma parti¢do de todo o espaco de eventos em n distintos {B,, : n =
1,2,3,---} que sejam disjuntos, ou seja Vi,j : B; N B; = 0, e que
utiliza a expressao para a uniao

P[A|B] =

P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B.

O teorema da probabilidade total na sua formulacdo mais simples pode
ser escrito como:

P[A] =) P[ANB,]

ou em alternativa

P[A] =) P[A|B,|P[B,].

A formula também pode ser aplicada para calcular uma probabilidade
condicionada na forma:

P[A|C] = ) P[A|C N B,JP[B,|C).

Na area da robdtica, o interesse € normalmente estimar uma variavel do
nosso sistema a custa de algumas medidas efectuadas pelos sensores a
bordo. E também de interesse um resultado que nos permita calcular
a probabilidade de um certo estado sabendo as medidas com base na
probabilidade das medidas sabendo o estado. Temos entdo o Teorema
de Bayes que assume a formulagdo

PlY | X]|P[X]

PIX|Y] = =55



Figure 2: Tlustragdo da proje¢do de um objecto em 3D numa fotografia.

ou de forma mais extensa para os eventos { X, }:

_ PY|XJP[X]
PLX;|Y] = >, PY|XPLX,]

2 Imagem

Uma imagem € o resultado de uma conversado da luz recebida no receptor
da camara. A luz é amostrada em diversos pontos que sdo denominados
por pixéis e guardados numa matriz A € R™*™. O nimero de pixéis
numa imagem € a resolucdo, ou seja, quantas unidades mais pequenas
de luz sao guardadas na imagem. Um ponto fundamental € perceber que
uma fotografia € uma projec¢do do mundo real num plano 2D tal como
ilustrado na figura 2]

De seguida fazemos a revisao de alguns algoritmos relacionados com
imagem que sao importantes no contexto da robdtica.

2.1 Algoritmos para Visao

2.1.1 Deteccao de arestas

A detecc¢do de arestas tem como base a diferenga de cor entre os varios
pixéis e pode ser tutil em vdarios casos como: localizar o horizonte, os
cantos de objectos, determinar formas, etc. O pseudo-cddigo € apresen-
tado no algoritmo [I| seguinte.

Uma das questdes mais fundamentais € como escolher o valor de
threshold. No caso de se escolher um valor muito alto apenas alguns
pixéis serdo marcados e talvez seja dificil de reconstruir as arestas. No
sentido contrdrio e ha muitos elementos marcados que nao fazem parte.



Algorithm 1 Detec¢ao de arestas.

Require: Matriz A € R"*™ contendo os valores de cor da imagem.
Ensure: Identifica a 1 os pixéis pertencentes a arestas.

1: for each pixel (i,j) em A do

2 /* Comparar o pixel mais escuro e claro entre os vizinhos de i, V (A, i, 7) */
3 if max V(A,i,7) —minV(A,1i,7) > threshold then

4: I* Marcar o pixel (i, j) como aresta */

5 Aij =1

6 else

7: Aij =0

8: end if

9: end for

10: return A

2.1.2 Deteccao de forma

Utilizando o algortimo|[I] podemos construir exemplos mais sofisticados.
Num primeiro exemplo estamos apenas interessados em descobrir for-
mas simples no algoritmo

Algorithm 2 Deteccdo de formas.

Require: Matriz A € R™*™ contendo os valores de cor da imagem.
Ensure: Identifica as formas.

1: for each pixel (¢, j) em A do

2: /* Obter as arestas */

3 A = AlgoritmolT]

4: I* Calcular vector de direc¢do actual e médio */
5 v=(ij) - (k)

6 Vavg = aVE(Vavg, V)

7 /* Se a variacdo do dngulo for grande */

8 if ang(v, vavg) > threshold then

9 /* Contar nova aresta */

10: count = count + 1
11: end if
12: end for

13: return Forma consoante base de dados.

Sao possiveis outros algoritmos com base em thresholds para a cor
como classificacdo de pixéis ou descoberta de objectos com base numa
sO cor.

2.1.3 Redes neuronais

Recentemente tem havido desenvolvimentos na drea de redes neuronais
que permitem utilizar para a drea de visdo. Nesta sec¢cdo € apresentado
apenas o modelo mais simples do perceptrdo ilustrado na figura[3]
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Figure 3: Esquema do perceptrao.

Algorithm 3 Back-propagation.

Require: Training Set 7', network R, taxa aprendizagem « e iterationsSmax.
Ensure: Trained network.

1: /[* Initializar pesos */

2: R = initWeights(R)

3: /* Back-propagation */

4: for each i = 1 to iterationsmax do

R A

10:
11:
12:

/* Obter input © */

input; < getInput(T)

/* Calcular output */

output; < forwardPropagate(input;, R)

/* Calcular erro */

error; < backwardPropagate Error(input;, output;, R)
I* Actualizar os pesos */

R < updateW eights(input;, output;, R, «)

13: end for
14: return R




e b ipltierm e
Photoresistors (LDR)

Figure 4: Sensores de luz (células fotovoltaicas a esquerda e foto-resisténcias a direita).

Uma rede neuronal pode ser treinada com base em dados usando
um algoritmo aprendizagem supervisionada como por exemplo o back-
propagation que se ilustra no algoritmo 3

3 Sensores e Actuadores

Na construgdo de um robot introduzimos na Sec¢do [2] alguns mecanis-
mos relacionados com a utilizacdo de imagem para capturar informacao
sobre o mundo envolvente de forma a desenhar controladores e algo-
ritmos para robdtica. Nesta sec¢cdo mencionamos alguns dos restantes
sensores € actuadores que serdo uteis.

Do ponto de vista da orientagdo e navegacao (excluindo por exemplo
a necessidade de determinar luz, som, temperatura, etc para uma fungao
especifica), sensores sdo essenciais para reunir varidveis como:

e posic¢io do veiculo z € R3;

« velocidade linear v € R3?;

e velocidade angular w € R?;

* mapa A € R™™;

e atitude S € SO(3), angulos de Euler, etc;
o aceleragdo linear a € R3;

e aceleracdo angular o € R?;

* etc.

3.1 Sensores

3.1.1 Sensores de luz

Os sensores de luz mais utilizados sdo foto-resisténcias e células foto-
voltaicos apresentados na figura [
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Figure 5: Sensores de som.

Temperature Sensors

Figure 6: Sensores de temperatura.

O meio de funcionamento de um sensor de luz como uma foto-resisténcia

€ um circuito construido num semi-condutor que aquando da incidéncia
de luz conduz mais electroes. Desta forma a variacao de tensdo permite
medir a existéncia de luz.

3.1.2 Sensores de som

Os sensores de som sdo tipicamente microfones que convertem ondas
sonoras em valores de voltagem proporcional a intensidade do som. Este
tipo de sensores estdo representados na figura 3]

Para robots mais complexos, microfones podem ser utilizados para
deteccao de voz e discurso e utilizar isso para as suas actividades ou para
o seu controlo. A implementacao de sensores de som € mais complicada
que sensores de luz pois estes geram um intervalo de tensdo menor e por
isso necessitam de amplificadores e circuitos adicionais.

3.1.3 Sensores de temperatura

Nalgumas situacdes os robots necessitam de monitorizar a temperatura
ambiente e transmitir para a entidade que gere a missdo. Exemplos
destes sdo termo-resisténcias e outros. Um exemplo estd mostrado na
figura[6]

Alguns destes funcionam de uma forma parecida com os sensores de
luz onde a resisténcia a passagem de electrdes € menor quanto maior for
a temperatura.
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Figure 7: Sensores de contacto.

3.1.4 Sensores de contacto e proximidade

A navegacdo de um robot num ambiente requer evitar obstdculos. Uma
alternativa € utilizar sensores de contacto como push buttons ou semel-
hantes que funcionam como um interruptor. Quando existe contacto com
objectos, estes sensores (um exemplo pode ser visto na figura|7]) sdo ac-
tivados permitindo a identificacdo de obstaculos.

Existem exemplos de sensores de contacto capacitivos que reagem
apenas a contacto com o ser humano como os presentes nos ecra dos
smartphones. Uma desvantagem € a deteccdo de um objecto apenas
aquando do toque. Em alternativa podemos implementar sensores de
proximidade. Sensores deste tipo funcionam emitindo um sinal electro-
magnético ou campo magnético e analizando o sinal recebido. Trés tipos
sdo bastante utilizados:

Infravermelhos Um emissor de infravermelhos emite um sinal que é
reflectido quando encontra um obstaculo que € posteriormente me-
dido no receptor. Também é possivel medir distancias com base em
infravermelhos;

Ultrasom Através de um som de alta frequéncia e da recep¢ao do eco é
possivel detectar a proximidade de objectos ou até medir a distancia;

Foto-resisténcias Este sensor de luz pode ser utilizado para medir prox-
imidade de objectos que tapam a recepg¢ao de luz.

3.1.5 Sensores de distancia

Sensores de distancia funcionam de forma idéntica aos de proximidade
pelo que podemos sumarizar os seguintes:

Ultrasom Dada a descricdo de como funciona um sensor de ultrasom
para detectar proximidade de objectos pode ser utilizado para medir
distancias com base de que no ar o som viaja a cerca de 344 m/s.
Medindo o tempo de round-trip calcula-se a distancia ao obstdculo;

Infravermelho estes sensores utilizam triangulagcao para medir o angulo
de recepcdo do sinal reflectido e determinar a distancia com base
em triangulacao;

11



Laser range De forma semelhante aos ultrasom, funciona medindo a
laténcia de propagacdo do laser no percurso de ida e reflexdo para o
obstaculo. Particularmente interessante para longas distancias dada
a velocidade da luz;

Camaras stereo Camaras com mais que uma lente das quais é possivel
retirar informacao sobre distancia.
3.1.6 Navegacao e posicionamento

A tarefa mais fundamental num robot que se desloque é determinar a
sua posicdo e navegar pelo mundo envolvente. Alguns dos métodos tém
limitacdes no que toca a serem utilizados no interior ou exterior. Exem-
plo de sensores utilizados em navegacao e posicionamento:

GPS - Global Positioning System utilizado em ambientes exteriores serve
para determinar a posi¢do e velocidade com base em triangulagcdo
de sinais enviados de satélites orbitando a terra;

Bussola digital permite obter medigdes de direc¢do com base no campo
magnético da terra;

Localizacao através de Visao Usando features artificalmente colocadas
ou naturais € possivel obter a localizacao e deslocamento do robot;

Acelerémetro equipamento que permite medir a aceleracido em que direc¢do
que pode ser usada para determinar a posicao;

Giroscopio mede a taxa de rotacdo em torno de um eixo que pode ser
utilizado sem ter de depender da forca de gravidade;

IMU - Inertial Measurement Unit Combina 2 ou mais sensores entre
acelerometros, giroscopios, magnometros, etc para medir a orientacao,
velocidade e forga gravitica.

3.1.7 Outros sensores

Em vérios robots consoante a sua fun¢do podem ser encontrados muitos
outros sensores:

Pressao Especialemente importantes para medir pressao em maos roboticas;

Voltagem Deteccdo de diferencas de potencial ampliando de forma a
ser utilizado para alguma func¢ao;

Corrente Equivalente ao de voltagem mas para a corrente;

Humidade ;
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Gas ;
Potenciometros ;

etc .

3.2 Actuadores

Recentemente sdo fruto de investigacdo e desenvolvimento alguns actu-
adores passivos que guardam a energia para a depois aplicarem quando
necessario. Nesta disciplina estamos interessados apenas em actuadores
activos (motores). Os motores sdo utilizados para criar movimento linear
ou rotacional e estaremos apenas interessados em motores eléctricos se-
jam eles DC (Direct Current) ou AC (Alternate Current) que funcionam
com corrente directa ou alternada.

4 Sistemas de Navegacao Inercial

A tarefa mais simples que podemos desenhar para um robot € a sua
deslocacdo no espaco em duas dimensoes se terrestre ou em trés se con-
siderarmos veiculos aéreos ou submarinos. A realizacdo desta tarefa
requer o desenho de um Sistema de Navegacdo Inercial (SNI) se nao
houver a possibilidade de receber de uma unidade externa a localizacdo e
orientacdo do nosso robot (seja GPS no exterior ou sistemas de localizacao
interna com base em camaras ou outros).
Um SNI utiliza as varidveis do nosso sistema de robdtica:

* posicdo z(t);
* velocidade v(t);
* aceleracdo a(t);
e atitude R(t).

Para ja excluimos aceleracdo e velocidade angular. A utilizacdo de uma
IMU e algum processamento com base na relagc@o entre estas varidveis:

(t) = v(t)
o(t) = alt)

Em conjunto temos entdo o sumdrio de um SNI na Figura 4]

Embora a tarefa do SNI pareca simples como integrar algumas equacoes
diferenciais, a verdade € que os sensores utilizados t€ém ruido. Mesmo
em condi¢des favoraveis, a posi¢do tem um drift bastante acentuado por
estar a somar repetidos erros com o novo ruido. Idealmente uma fusao
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Figure 9: Referencial no corpo de um avido.

destas medidas permite melhores resultados, contudo o tépico esta fora
do ambito da disciplina. As vdrias varidveis ja foram introduzidas, emb-
ora seja necessario mais algum detalhe no tratamento da atitude.

4.1 Atitude

A funcdo das varidveis de atitude é determinar a orientacdo do robot
no espaco em funcdo do referencial definido do corpo e do referencial
inercial. Um exemplo do referencial do corpo € apresentado na Figura[9]
Idealmente, o responsdavel pela sua definicdo deverd respeitar que todos
0s eixos seja ortogonais e seguindo a ordem do produto externo.

No formato anglo-saxdnico, as rotacdes em torno do eixo x, y € z sao
denominadas de roll, pitch e yaw, respectivamente. Dada a sua defini¢ao,
as rotagcdes ndo sdo comutativas pelo que assumiremos a ordem zyz.
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Figure 10: Rota¢do em R2.

Vamos comegar por investigar uma rotagdo em R?.
A Figura4.1|ilustra uma rotacao a partir do referencial até um ponto
com coordenadas (z, y). Usando trigonometria temos o seguinte sistema

de equagdes:

x| |cos(f) —sin(0)| |Zinicia

=r|.. 3)

[y} [sm(@) cos(6) ] {ymiciaj
sendo as coordenadas originais do ponto (Zinicial; Yinicia)- A norma do
vector que vai da origem ao ponto devera ser constante, pelo que temos
r = 1. A matriz de rotagdo é a que aparece na (3). O eixo na Figura[4.1
pode ser colocado em 3 dimensdes considerando que o eixo z é ortogonal
aos restantes e que ndo aparece visivel dado a ponto de vista superior.
Dessa forma temos entdo que a rotagio encontrada em R? é na verdade a

rotacao em torno do eixo do z e que ao longo desse eixo qualquer ponto
nao sofre alteracdo. Dessa forma temos:

cos(f) —sin(d) 0
R.(0) = |sin(d) cos(d) 0] . 4)
0 0 1

Prosseguindo de forma semelhante ao feito na (4) mas com os restantes
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eixos temos as duas matrizes de rotagdo simples em falta

1 0 0 cos(f) 0 sin(0)
R,(0) = |0 cos(§) —sin(d)|,R,(0) = 0 1 0
0 sin(d) cos(6) —sin(d) 0 cos(6)

Qualquer rotacdo pode ser descrita a custa de sucessivas rotagoes simples
de tal forma que R = R, R, R,.

5 Mobilidade

Esta seccao € dedicada aos vdrios tipos de mobilidade para robots e a
introducao de alguns modelos simples para veiculos terrestres que serao
0 objecto de exemplo noutras componentes da disciplina.

5.1 Tipos de locomocao

Existem naturalemente varias formas de locomog¢ao para robots depen-
dendo do meio onde se aplicam. Vamos apresentar as varias opgoes
tendo atencao a vantagens e desvantagens.

5.1.1 Rodas

A utilizacdo de rodas é o meio de locomocgao mais utilizado e aparece em

varios formatos sendo o mais comum 3 ou 4 rodas. No caso de 3 rodas,

duas sdo motrizes e a terceira ¢ omnidirecional e serve para estabilidade.
Vantagens

* tipicamente low-cost;
* desenho e construgdo simples;

* possibilidade de escolher entre varias medidas consoante qualquer
necessidade;

* usando 6 rodas podemos substituir outros mecanismos como as la-
gartas;

* possibilidade de serem feitas em varios materiais;

* ideal para uma primeira abordagem a robdtica.
Desvantagens

* pode perder tragdo;

* pequena area de contacto.
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5.1.2 Lagartas

Essencialmente seguindo a utilizacido em veiculos militar todo-o-terreno,
s@o boas utilizacdes em terreno irregular ou arenoso. O facto de existir
bastante contacto reduz a perda de tracio e ajuda a distribuir o peso do
robot.

Vantagens

* contacto constante com o chio reduz a possibilidade de perder
tracao;
* peso distribuido de forma igual sobre o meio de locomogao.
Desvantagens

* a viragem causa uma forca lateral que pode danificar ou o terreno
ou causar desgaste;

* pouca oferta de diferentes solucdes;

* maior complexidade mecanica.

5.1.3 Pernas

Um robot movido por pernas tem como objectivo uma maior flexibili-
dade mas também uma aparéncia mais humana. As configuragdes mais
populares sdo com 2, 4 e 6 pernas e sdo capazes de lidar com terrenos
mais adversos.

Vantagens

e parecido com 0 movimento organico natural;

* pode evitar grandes obstaculos e andar e terrenos muito irregulares.
Desvantagens

* aumento da complexidade mecanica, electronica e de programacao;

* menor relacdo bateria/consumo;

e maior custo.

5.1.4 Aéreos

Existem vdrios tipos de locomogdo incluindo asas e hélices. A escolha
prende-se com a maior manobrabilidade ou melhor desempenho das ba-
terias.

Vantagens

* Excelente para vigilancia.
Desvantagens

* acidentes sdo tipicamente mais desastrosos.
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Figure 11: Ilustragdo do modelo diferencial e do uniciclo.

5.1.5 Aquaticos

No meio aquatico a maior diferenca € a técnica utilizada para submergir:
usando compartimentos de ar comprimido, propulsores, barbatanas ou
até asas. A propulsdo € tipicamente efectuada através de propulsores a
hélice.

Vantagens

* maior aplicabilidade possivel dado que a maior parte do planeta é
coberta por mar.

Desvantagens

* facilidade de perda do equipamento seja por falha de comunicagdes,
ficar preso ou afundar;

* profundidades maiores que 10 metros implicam grandes investi-
mentos.

6 Modelos de cinematica

Nesta seccdo iremos estudar o modelo diferencial e do uniciclo apresen-
tados na Figura[TT]
As varidveis de interesse para escrever este modelo sdo:

* L - separagdo entre rodas;
e R -raio das rodas;

* ¢ - angulo de direc¢do a partir do eixo do x;
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* uy - velocidade angular aplicada a roda esquerda;

* u, - velocidade angular aplicada a roda direita.

6.1 Modelo diferencial

A magnitude do vector de velocidade do robot (isto € quanta distincia
por unidade de tempo € que € percorrida) € dada pela média das ve-
locidades angulares aplicadas a cada roda e proporcional ao respectivo
raio. Utilizando trigonometria podemos calcular que por¢ao do vector
de velocidade € convertido em deslocamento ao longo de x e y.

A velocidade de rotagdo é proporcional a diferenca entre as veloci-
dades angulares das rodas e do raio das rodas, mas inversamente propor-
cional com a distancia entre estas. Utilizando todas estas informagdes
chegamos ao modelo diferencial para o deslocamento do robot

T = g(uﬂrur)cose

Y= g(ug—i-ur)sinﬁ (5)
- R

0= Z(ur — Uyp).

UgtUr

A equacdo (3] significa que a velocidade em translagdo é v = “4

enquanto que a rotagao € dado por w = u, — uy.

6.2 Modelo Uniciclo

Um robot com um modelo diferencial como em () pode ser simplificado
utilizando um modelo de um uniciclo e fazendo a posterior conversao
entre velocidade e rotagdo e velocidade angular das rodas.

Para tal comegamos por definir:

UUIRW <— UT:%uv—Ug
R
Uy = z(uT —wy) = —up = Euw — Uy
e que substituindo u, da segunda na primeira, obtém-se
2 L
Uy = Euv + Euw — Uy
o que resulta nas equagdes finais que convertem entre os dois modelos:
1 L
Uy = Euv + ﬁuw
1 L
e = Fly — 5.
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7 Filtro de Kalman

Ap6s termos introduzido sensores e actuadores e modelos de dinamica
de um robot, interessa referir que num cendrio realista, existe ruido e
perturbacdes que afectam a capacidade de termos certeza das varidveis
do nosso sistema. Nesta seccao introduzimos o filtro de Kalman como
solugdo para estimar as variaveis de interesse do robot em questao.

O filtro de Kalman assume que a dinamica de um sistema € represen-
tada pelo seguinte modelo:

Ty = Frap_1 + Brug + wy

(6)

2L = H KTk + Uk
onde:
e 1, € 0 estado;
e F}, € a matriz da dindmica;
» Bj é a matriz que define a entrada de actuagdo;
* uy € 0 vector de actuacao;
* wj, é um vector de perturbagdes que tem distribuigido N (0, Qx);
* Hj é uma matriz que define os sensores;
e v;, € um vector de ruido com distribui¢do N (0, Ry ).

Temos duas fases do funcionamento do filtro. Uma fase de pre-
visdo onde a incerteza em relagdo ao estado anterior é propagada com
a dindmica e uma fase de update onde existe uma média entre a previsao
e a distribui¢cdo dada pelas medidas dos sensores.

Fase de Previsao

Nesta fase aplicamos directamente a dindmica do estado da equagao
(6) e obtemos a estimativa (valor esperado) e a incerteza (dada pela ma-
triz de covariancia):

Tpp—1 = FpTp_1jp—1 + Brug
— T
Py = Fp Py F} + Qi
Fase de Update
Nesta fase comecamos por medir a inovagdo fornecida pelos sensores
através da estimativa e da covariancia:
Uk = 2k — HpZpip—
— T
Sy = HyPy—1 H), + Ry,
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e, evitando mostrar os cdlculos dado fugir ao ambito da cadeira, o
ganho 6ptimo é
1
K, = Pk|k,1H,ISk . @)

A estimativa ja ap6s o update (ou seja a estimativa a posteriori) € dada
por:
Tpp = Trpp—1 + Ki Uk
Pue = (I = Ky Hy) Py (I — K Hy,)" + KR K

para um ganho genérico K. Usando o ganho em (7)) é possivel simpli-
ficar a expressao da matriz de covariancia a posteriori para:

Py = (I — Ky Hy,) Pyj—1.

Uma implementacao ilustrativa pode ser encontrada em https://www.ds.utexas.edu/ teamm-
co/misc/!

8 Procura em Grafos

8.1 Definicao de grafos

» Um grafo G = (V, E) consiste num conjunto finito de nds V' e um
conjunto finito de ligacoes F.

— Grafo direcional: I/ é um conjunto ordenado de pares de ver-
tices (u,v) onde u,v € V

Y
V={1,2,3,4,5,6}
E ={(1,2), (2,2), (2,4), (2,5)

(4] 5) (e) (4.1), (4.5), (5.4), (6.3)

— Grafo ndo direcional: E é um conjunto ndo ordenado de pares
{u,v} where u,v € V

V={1,23,4,5,6}
E={{12}, {1,5}, {2,5}, {3,6}}

® ©

* O grau de um n6 num grafo nao direcional € dado pelo seu nimero
de vizinhos.
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Figure 12: Conversdo do mapa para o formato de grafo incluindo paredes como
obstaculos.

 Existe uma defini¢do semelhante para grafos direcionais fazendo a
distin¢@o do grau de entrada e saida.

* Um caminho de u, para us € uma sequéncia de nés < wuy=vg, vy, Vg, - - -

de forma a que (v;,v;41) € E (ou {v;,v;41} € E)
— Dizemos que uy € alcangdvel a partir de
— O tamanho do caminho € k
— E descrito como um ciclo se Vg = Vg

* Um grafo ndo direcional € dito ligado se para cada par de nds existe
um caminho

* Grafos aparecem em muitas aplicagdes, como por exemplo:
— Arvores (|[E| = |V]| — 1)

— Identificar conectividade ou dependéncias (planos de uma caso,
paginas web e as suas ligagcdes, ou seja, topologia da internet)

» Em alguns cendrios as ligagdes (u, v) t€ém pesos w(u, v), por exem-
plo

— Rede de estradas (distancias)

— Redes de computadores (capacidade)

Do ponto de vista da cadeira de robdtica, uma das aplicagdes mais
uteis de grafos (para além de modelarem accdes e estados) é a possi-
bilidade de representar o mapa onde o robot se desloca. De uma forma
simples, cada célula que o robot podera ocupar serd um né no grafo. A
definicao de grafo € ideal para representar obstaculos como deslocagdes
entre nds que ndo sao possiveis (ou seja nao colocando uma ligacao entre
dois nés). Um exemplo disto mesmo aparece na Figura[12]

Num mapa de maior dimensdo, esta conversao seria como demon-
strado na Figura[I3]
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Figure 13: Conversdo do mapa para o formato de grafo incluindo paredes como
obstéculos.

8.2 Algoritmos de procura em grafos sem pesos

* Ha duas abordagens standard e simples de pesquisar ao longo de
um grafo de forma sistemaética
— Breadth-first-search (BFS)
— Depth-first-search (DFS)

8.2.1 Breadth-first search (BFS)
* Ideia principal:
— Iniciar num né s e visitar,
— todos os nds com distancia 1,

— Seguindo com todos os nés de distancia 2,

— Seguindo com todos os nds de distancia 3,

¢ BFS calcula a distancia do caminho mais curto em nimero de nds
desde s para qualquer outro noé.

* Para ilustrar o funcionamento do algoritmo BFS, atribuimos cores
aos passos do algoritmo
— Branco aquando do inicio,

— Cingzento ap0s visitarmos o né mas antes de visitar todos os
seus vizinhos,

— Preto ap06s visitar o nd e os seus vizinhos (todos os vizinhos
estdo marcados a cinzento).

¢ Utilizamos uma fila () para manter todos os nés ainda marcados a
cinzento—aqueles que j4 visitdmos mas ndo estdo descartados.
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* Algoritmo:

BFS(s)
color[s] = cinzento
d[s] =0
adicionaFila(Q, s)
WHILE () nao é vazio DO
retiraFila((), u)
FOR (u,v) € £ DO
IF color[v] = branco THEN
color[v] = cinzento
d[v] = dJu] + 1
parent[v] =u
adicionaFila(Q, v)
END
color[u] = preto
END

» Exemplo (para grafos direcionais):
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a) b)

Q:a,d,e

e Nota:

— parent[v] forma uma arvore; BF'S-tree.

— d[v] guarda o comprimento do menor caminho entre s e v.

— Podemos utilizar parent[v] para achar o caminho mais curto de
s para qualquer no.

* Se o grafo ndo € ligado teremos de iniciar o processo em todos 0s
nos de forma a garantir que todas as componentes do grafo sao tes-
tadas.
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FOR each vertex u € V DO
IF color[u] = branco THEN BFS(u)
END

8.2.2 Depth-first search (DFS)

* Se usarmos uma pilha em vez de uma fila () temos uma alternativa
ao BFS que priviligia a profundidade do grafo em vez da largura:

— Vamos o “mais profundo possivel”,
— Voltamos atras até encontrarmos nds nao visitados,

— Vamos novamente o “mais profundo possivel”,

* Podemos entdo escrever o DFS usando o mesmo algoritmo do BFS
mas com uma pilha em vez de uma fila

* Algorithm:

DFS(u)
color[u] = cinzento
d[u] = time
time = time + 1
FOR (u,v) € E DO
IF color[v] = branco THEN
parent[v] = u
DFES(V)
END
END
color[u] = preto
flu] = time

time = time + 1

* Exemplo:
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0) p)
12/ 1/ 3/10 4/9 12/15 1/16 3/10

1314 211 6/7 58 1314 211 6/7
* Como anteriormente, parent[v] forma uma arvore; DFS-tree

— Nota: If u é descendente de v na DFS-tree entdo d[v] < d[u] <

flul < flv]

Uma implementacdo do BFS e do DFS pode ser encontrada em:
https://cs.stanford.edu/people/abisee/tutorial/bfsdis.html

onde podemos verificar como cada algoritmo passa pelos varios nds
no grafo. Inclusivé podemos testar o exemplo com obstaculos.

8.2.3 Algoritmo Greedy

Algoritmos do tipo greedy (que traduzido directamente significa ganan-
€10s0) procuram optimizar uma certa heuristica em cada passo. Exemp-
los de heuristicas sd@o funcdes que medem distincia, erro, etc e que nos
dao uma indicag@o se uma certa acc¢ao estd na direc¢do de melhorar ou
nao o estado actual.

Para o caminho mais curto podemos utilizar:

* Distancia Euclidiana — norma do vector que vai do estado actual
ao destino;

* Distancia de Manhattan — soma das coordenadas do vector que vai
do estado actual ao destino;

* entre outras.

O algoritmo proposto € testar um novo né do grafo cuja heuristica
utilizada seja a menor. Este algoritmo pode retornar solu¢des aproxi-
madas e mais longas do que a 6ptima. Um exemplo ilustrativo pode ser
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encontrado em:

https://cs.stanford.edu/people/abisee/tutorial/greedy.html

824 A~

O algoritmo A* foi desenvolvido por Peter Hart, Nils Nilsson e Bertram
Raphael em Stanford em 1968 com o objectivo de permitir ao robot
Shakey the Robot navegar numa sala com obstaculo de forma mais efi-
ciente. Naturalmente, o algoritmo combina a rapidez de uma estratégia
greedy com o mecanismo do BFS.

A principal diferenca estd no facto de que A* escolhe que n6 n visitar
a seguir como o nd que minimiza a soma:

custo(s, n) + heuristica(n)

onde custo(s, n) é o custo de ir desde o né inicial s até ao n e heuristica(n)
¢ o valor da heuristica de distancia entre n e o destino d.

Uma ilustragdo do seu funcionamento em comparagao com o BFS e
o greedy pode ser vista em:

https://cs.stanford.edu/people/abisee/tutorial/astar.html

z

A vantagem principal de A* € que € bastante mais rdpido que BFS
em casos comuns mas retorna o valor 6ptimo desde que:

heuristica(n) < menor_caminho(n, destino).

8.3 Algoritmos de procura em grafos com pesos

Na seccdo anterior consideramos apenas algoritmos em que cada ligacao
entre os nos tinha o peso fixo de uma unidade. Vamos agora considerar
0 caso mais genérico em que atribuimos pesos diferentes.

8.3.1 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra € a versao para um grafo com pesos do BFS. Em
cada iteragdo vai visitar e incrementar os respectivos custos dos vizinhos
do né com menor custo até ao momento. Um exemplo interactivo para
ver a comparacao entre o BFS e o Dijkstra pode ser visto em

https://cs.stanford.edu/people/abisee/tutorial/dijkstra.html
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onde se percebe claramente que o BFS segue o caminho mais curto
mas nao o caminho com o custo menor, enquanto que o Dijkstra prefere
valorizar o custo. Quando pretendemos o menor custo estamos a referir
no exemplo seguinte ao caminho entre 0s nés a e e (comprimento 21)

O algoritmo pode ser dado em pseudo-cédigo:

Dijkstra(s)
FOR each v € V DO
d[v] = o0
INSERT(Q), v, 00)
S=0
d[s] =0
CHANGE(Q, s,0)
WHILE @ not empty DO
u = DELETEMIN(Q)
S =SuU{u}
FOR each e = (u,v) € E withv € V' \ S DO
IF d[v] > d[u] + w(u,v) THEN
d[v] = dlu] + w(u,v)
CHANGE(Q, v, d[v])
parent[v] = u

Exemplo:
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. — Vertex in S

O — Vertexin V\S
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8.3.2 A* com pesos

O algoritmo A* sem pesos considerava o né cujo nimero de passos desde
a source e o nimero de passos estimados até ao destino era o menor. Para
modificar para grafos com pesos temos apenas de considerar minimizar:

cost(s, n) + heuristica.ost(n)

onde agora a fung@o cost (s, n) mede a soma dos pesos do caminho desde
s até ao n6 n e heuristica ost(n) mede o valor aproximado da soma dos
pesos do nd n até ao destino d.

Uma comparacgdo entre o Dijkstra e A* para grafos com pesos pode
ser encontrada em:

https://cs.stanford.edu/people/abisee/tutorial/customize.html

Desta forma temos que o Dijkstra € 6ptimo mas lento enquanto que o
A* é 6ptimo mas mais rapido.

9 Controladores

Existem muitas técnicas de desenhar controladores para sistemas dinamicos,
dos quais sistemas de robética sdo uma pequena parte. No seguimento
de outras disciplinas do curso (onde foram estudados sistemas de uma
varidvel e controladores do tipo PID - Proportional Integral Derivative),
aproveitamos para introduzir de uma forma mais superficial a teoria de
funcgdes de Lyapunov.

Uma func¢do de Lyapunov sobre o estado x do nosso sistema satisfaz
as seguintes caracteristicas:

V(x) > 0 A intuicdo por tras desta condigdo é que a fungdo de Lya-
punov ird medir a energia do nosso estado;

V(z) =0 <= x =0 Queremos que a energia seja zero apenas quando
o sistema atingiu o ponto desejado;

lim V(z) = oo esta condigdo € necessdria para evitar que a fungdo es-
T—>00

teja a mascarar o crescimento do estado.

Se tivermos uma funcdo V (z) nas condi¢des acima e que V (z) < 0
entdo temos que x — 0.

Com base no conceito de funcdes de Lyapunov e de optimizacao,
vimos sem recorrer a provas, uma ferramenta disponivel por exemplo no
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Matlab. Um controlador 6ptimo para um sistema linear pode ser dado
pelo LQR (Linear Quadratic Regulator) que minimiza:

/ 2TQx + u' Ru + 22" Nudt ()
0

onde:
* a matriz () estabelece a ponderacdo dada a energia do estado;
* amatriz R faz o equivalente para a energia do sinal de controlo;

* amatriz /N para explicitar energia entre termos cruzados do estado
com o controlo.

O resultado dessa minimizagao é um controlador do tipo u = —Kx, que
pode ser obtido em Matlab através da funcao:

[KI S, e} = lqr(SYSIQIRIN);

onde as matrizes ), R e N sdo as mesmas em (§)), a varidvel SYS é um
sistema dinamico no Matlab e o output corresponde ao seguinte:

K ganho do controlador;
S solucdo da equacao de Riccati (que estd relacionado com a optimizagao
feita);

e sdo os novos valores proprios apés o controlo, i.e., da dinamica A —
BK.

10 Trajectorias

Nesta sec¢ao vamos estudar alguns dos algoritmos utilizados para a defini¢ao
de trajectdrias. Muitos deles podem ser vistos como a aplicacao de al-
goritmos de procura em grafos no grafo correspondente ao mapa onde o
robot se encontra.

Comegamos por assumir que o nosso robot é holonémico:

Definicao 1 (Robot holonémico). Um robot holonémico é tal que a
quantidade de graus de liberdade do seu movimento é maior ou igual
a quantidade total de graus de liberdade.

Para robots holonémicos podemos ignorar quaisquer restricoes e uti-
lizar os seguintes algoritmos:

Campo potencial artificial robot desloca-se na direccdo que minimiza
o potencial dado por uma func¢ao a definir (do tipo algoritmo greedy);
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Figure 14: Desenho esquematico sobre a cinematica.

planeamento por grid este é semelhante ao que vimos na pesquisa por
grafos onde o mapa € convertido num grafo e depois podemos exe-
cutar por exemplo o A* para encontrar o caminho;

planeamento por amostra para evitar desenhar o grafo completo, uma
amostra de pontos € retirada e apenas esse grafo € utilizado na
procura;

planeamento por recompensa algoritmos como processos de decisiao
de markov treinam com base em experiéncia de forma a tomarem
escolhas no préximo passo que maximizam as recompensas futuras
(maiores por ficarem mais perto do destino);

planeamento por machine learning Usando por exemplo uma rede neu-
ronal, € treinada com base em tentativas anteriores e outras tra-
jectdrias de forma a tomar a decisdo do caminho a escolher.

11 Cinematica

A cinemdtica lida com a transformacdo entre as varidveis que definem
os vdrios elementos interligados por juncdes num robot e as respectivas
coordenadas cartesianas. Um desenho esquemadtico estd representado na
Figura[T4]

Como podemos observar, existem duas formas de descobrir as equacoes
da cinemética de um brago robdtico. A primeira op¢ao € usar a cinematica
directa, onde seguimos a ordem de interligacoes e bragos desde o corpo
do robot até a extremidade final. Numa outra abordagem, podiamos
definir o ponto final da sequéncia de bracos e achar as configuragcoes
que fazem sentido, isto é, a cinemdtica inversa. Nesta disciplina, va-
mos ver apenas a cinemdtica directa, tendo apenas o conhecimento que
também existe a inversa dado que esta normalmente involvem muito
mais cdlculos.
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Figure 15: Desenho esquematico sobre a cinematica.

11.1 Cinematica directa

Vamos utilizar o exemplo na Figura (15 na derivagdo da transformacao
feita através da cinematica directa. Algo que a primeira vista poderia
causar estranheza serd o facto de tratarmos algo em R? usando o espago
de R*, mas o objectivo é poder fazer translacdes e rotacdes usando ape-
nas multiplicagdes de matrizes.

Como podemos observar na Figura [I5] existem duas rotagdes dadas
pelos respectivos angulos «; _; and 6; em torno do eixo do x e z respecti-
vamente. Aparecem também duas translagdes causadas pelas dimensoes
do braco. Sendo assim temos que a transformacao da base ©+ — 1 para a
primeira juncao ¢ tem a seguinte transformacao:

T!7' = Ry(ai—1)Dy(ai—1)R.(6;)D.(d;)
1 0 0 0] [1
. 0 cos a1 — sin (67N} 0 0
N 0 sin (7] COS O¢Y;—q 0 0
0 0 0o 1[0
[cosf;, —sin®;, 0 0] [1 0
~ |sin#; cos®; 0 0| [0 1
o 0 0 1 0] {0 O
| 0 0 0 1110 0
[ cosb; — sin 6;
_|sinf;cosa;—1 cosB;cosay_y
~ |sinf;sina;_; cosb;sino;_;
0 0
0 que significa que podemos escrever Tjricial
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0 0 a;—1
1 0 0
01 0
00 1
0
0
d;
1
0 ;1
—sino;_q —sino;_1d;
COS (vj_1 cos a;_1d;
0 1

__ rpiniciall | gn—1
- Tl T2 Tﬁnal € que



tem o formato:
11 Ti2 T13 Pz
To1r To2 T23 Py

sy T32 7133 Pz
0 0 0 1

para uma matriz de rotacdo I? dada pelas entradas r;; e a posicdo dada
por p., p, and p..

12 Restricoes Nao-holonémicas

Intuitivamente, ja referimos na sec¢ao sobre trajectorias o que € um robot
holonémico. Recuperemos a defini¢cdo genérica de um sistema robotico.
Estes s@o governados por equagdes diferenciais do tipo:

&= f(z)

onde a varidvel z contém diversas varidveis do sistema. Se identificar-
mos as varidveis correspondendo aos varios graus de liberdade (tipica-
mente rotagdes e translagdes). A titulo de exemplo um drone de 4 hélices
tem 6 graus de liberdade correspondendo as rota¢des em torno de x, vy,
e z e as respectivas translagdes. De notar que o facto de a rotacdo poder
ser positiva ou negativa ndo aumenta o nimero de graus de liberdade. De
notar que os graus de liberdade podem ser menos que o espago onde o
robot estd. Por exemplo se no modelo diferencial as rodas funcionarem
a mesma velocidade, existe apenas um grau de liberdade pois o robot
podera apenas deslocar-se para a frente ou para trds numa tnica direc¢ao.
Se de forma explicita considerarmos ¢y, - - - , ¢, cOmo as vdrias variaveis
do sistema, entdo o facto de um robot holonémico ser capaz de movimentar-
se ao longo de cada um dos seus graus de liberdade pode ser descrito
matematicamente como:

g(Ql) aqnat):O (9)
Qualquer robot cujas restricdes ndo possam ser escritas no formato de

(), diz-se que é ndo-holonémico.

13 Materiais Avancados

Os alunos interessados podem querer aprofundar os seus conhecimentos
no que toca a problemas de estimacao relativas ao estado do sistema a
partir das medidas vindas do sensor (semelhante ao conseguido através
do filtro de Kalman) ou na area de controlo de multiplos veiculos. Os
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alunos podem escolher qualquer dos tépicos para executar o trabalho
adicional.

Topicos relacionados com a convergéncia de formagdes de robots
estdo nos artigos [, [2]], [3] e [4].

Como visto durante a Unidade Curricular, a estimacdo do estado do
sistema dinamico representando o sistema robético em causa € um pa-
pel fundamental, para o qual foi introduzido o filtro de Kalman como
método estocastico. Tépicos relacionados com a estimagao no sentido
deterministico estao disponiveis em [3], [6], [7] e [8]].

A modelagdo ndo prevé a existéncia de erros ou falhas tanto nos sen-
sores como atuadores que precisam de ser detectados. Utilizando os
métodos de estimagdo podem ser definidos algoritmos de deteccdo de
falhas como os exemplos em [9], [10], [L1], [12] e [13].

Muitos algoritmos utilizados em software ou hardware podem ser
modelados usando técnicas semelhantes as apresentadas para os mod-
elos dinamicos de sistemas robéticos como por exemplo em [14]] e [15]].

Um ultimo exemplo mostra como é possivel descobrir a fonte de um
comportamento em que os nos de uma formagdo seguem um determi-
nado algoritmo de propaga¢do em [16]].
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